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TOM TAT
Trong bai bao nay, (E,d) 1a khong gian metric dugc trang bi phép toan t6 hop 16i va goi 1a khong
gian t6 hop 16i. Dya trén dinh nghia vé khong gian t6 hop 16i dua ra boi Teran va Molchanov nam 2006,
ching t6i thiét 1ap su hoi ty trung binh cho méang kep cac bién ngau nhién va cac bién ngau nhién mo
doc lap d6i mot cung phan phoi trong khéng gian t6 hop 10i.

Tir khéa: Hoi tu trung binh; Déc ldp déi mét va cing phdn phoi; Khéng gian t6 hop 16i.

1. MO PAU

Ta blét rang, néu {X X, X,, } la day cac
bién ngiu nhién thyc doc lap cung phan phéi voi
EX hitu han thi ta c¢o su hgi tu theo trung binh
(Gut, 2005, p.309)),

n i

lZXZ. —EX‘ — 0 khi n — +o0. Két qua

nay sau d6 da duoc nhiéu tac gia nghién ciu va
mo rong, ching han ta c6 thé tham khao mot sb su
mé rdng trong cac cong trinh (Cabrera & Volodin,
2005; Sung, 2013; Thanh, 2005).

Nam 2006, Teran va Molchanov (Teran &
Molchanov, 2006) dua ra khai niém khong gian
t6 hop 10i, do la khong gian metric dugc trang
bi phép toan to hop 16i. Ciing trong (Terdn &
Molchanov, 2006; Teran & Molchanov, 20006),
Teran va Molchanov da chirng minh luat manh sb
16n cho day cac bién ngau nhién va cac bién ngau
nhién mo doc 1ap d6i mot cung phan phoéi (viét tat:
p.i.i.d) trong khong gian t& hop 16i.

Gan day, trong (Quang & Nguyen, 2015) tac gia
da ching minh mdt s6 két qua vé su hoi tu trung
binh ctia mang kép cac bién ngau nhién mo trong
khong gian t6 hop 16i véi cac trudng hop c6 hodc
khong co6 diéu kién compact kha tich déu. Tiép ndi
huong nghién ciru trén, trong bai bao nay ta thiét
1ap két qua vé su hoi tu trung binh cliia mang kép
cac bién ngau nhién va cac bién ngdu nhién mo
p.i.i.d trong khong gian t6 hop 15i.

2. NOI DUNG VA PHUONG PHAP NGHIEN
CUU

- No1 dung nghién ctru: Nghién ctru va thiét lap
cac dinh ly,vé su hoéi ty theo trung b,inh clla mang
kép cac bién ngau nhién va cac bién ngau nhién
mo p.i.i.d trong khong gian to hop 10i.

- Péi tugng nghién ctru: Sy hoi tu theo trung
binh dang nhi€u chicu.

"Truong Dai hoc Pién luc;

- Pham vi nghién ctu: Cac dinh ly gioi han
trong ly thuy¢t xac suat.

- Phuong phap nghién ctru: Str dung phdi hop
cac phuong phap nghién cuu ly thuyét thudc cac
chuyén nganh xac suat va giai tich.

3. KET QUA VA THAO LUAN

Dé thudn tién cho viéc trinh bay két qua chinh
cua bai béo, ta nhac lai mot s6 khai niém vé khong
gian t6 hop 161 va bién ngau nhién nhan gia tri trong
khong gian t6 hop 10i (chi tiet xem trong (Teran &
Molchanov, 2006; Teran & Molchanov, 2006)).

Cho (Q, <2, P) 1a khong gian xéac suit day du.
V6i A € o2, ky hiéu I{A} 1a ham chi tiéu cia A
va (£,d) 1a khong gian metric day du va kha ly.
Trang bi trén & mot phép toan t6 hop 161 nhu sau:
Véin>2 céc s6 A,...,4 > 0 thoa min Z é=1
,u € X, phép toan t6 hop 101 cho két

ky hiéu la [/1 u] .
;A ,u ]. Gid thiét rang [Lu]=u

va Vu,

qua la mot phan tor cua

hoac [A,u;...

voi Yu € 2, dong thoi 5 tién dé sau duoc thoa man:
e TD1 (Tinh giao hoan)

[/1 =1 ,u_. vG1 moi hoan vi
1’ i =1 o(i)? To(i) |y ¢ .

=
—

o cla {1,2,...,n}.

e TD2 (Tinh két hop)
n+2
I:/l’i’ui]izl I:/lﬂul’ ’/,ln’un;
2
A+, L
AL AL, T
1+ n+ j=1

e TP3 (Tinh lién tuc) Néu wveZ va
A — 2 khi k — oo thi

[ﬂ(k), u;l— ﬂ(k),v] - [/1, u;l—A4 v] .

e Tb4 (D6 cong am) V6i moi u
va 2 (0,1) thi

Uy U0, € B
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L [Avst=20,])
)+ (1-2)d(u,0,).

TD5 (Su 16i hoa) Voi mbi uwe E, ton tai

ul, ’U1

lim
n—>00

K_u (hoic Ku néu khong so nham l4n) va K
duoc goi 1a toan tir 10i hoa.

[n-l u]l gi6i han nay dugc ky hiéu béi

Khong gian metric trang bi phép toan to hop
16i thoa méan 5 tién dé néu trén duoc goi 1a khdng
gian t6 hop loi.

Anhxa X : Q — = duoc goi la bién ngau nhién
nhdn gid tri trén = (E— giatri)néu X '(B) € o
véimoi B € Z(E), trong d6 Z(E) 1a o — dai 50
Borel trén =. Phan ph01 X4c suat P, cia X cho
boi: P, (B) = P{X (B))) VB e #(=). Hai bién
ngiu nhién E—giatri X,Y goila ciing phdn phoi
néu P =PF,.

Ho bién ngdu nhién Z— gia tri X i€ A} (
A 1a tap chi s6) goi la doc 1ap doi mot néu ho cac

—
(=
—

o - dai s6 {o(X):i e A} la doc 1ap doi mot, &
day o(X,) = {X'(B): Be #(2)}.

C dinh u, € K(2), bién ngﬁu nhién =Z- gia
tri X' dugc goi 1a kha tich néu Ed(u, X) < +o0

. Tap hop cac bién ngau nhién kha tich trén Z ky
hiéu la L(Z). Gia st X la bién ngiu nhién don
gian nhén cac gia tri z, ex E tuong ung trén cac tap
Q, (i=1,...,n).Khi do ky vong cua X dugc dinh
nghia boi EX = [P@Q), Kz, | Néu X el(E),
ton tai dy céc bién ngiu nhién don gian hoi tu dén
X .Khi d6 EX dugc dinh nghia la gidi han cta
day cac ky vong cuia cac bién ngau nhién don gian.
Ta cO d(EX;EY)S Ed(X;Y),VX,Y eL(E).

Ky hiu ¢(Z) 1a tap hop tit ca cac tdp con
compact khac rong cia =. Pinh 1}'/ 6.2 (Teran &
Molchanov, 2006) chi ra rang néu = 1a khong gian
t6 hop 16i, thi ¢(Z) cung voi metric Hausdorff d,,
ciing 1a khong gian t6 hop 16i. Do (¢(Z), d,) la
khong gian metric day du va kha ly, nén cac khal
niém va tinh chit vé& ky vong cta bién ngiu nhién
kha tich ¢(Z) — gia tri cling twong ty nhu bién
ngau nhién kha tich E— gia tri. Néeu X € L(c(E)),
thi ta ky hiéu ky vong cua X 1a E X .

Dinh nghia 3.1. Mang kép {X tm,n 2> 1}
cac bién ngau nhién thyc duoc goi la kha tich déu
néu

—
—
—_—

=
—

—_
—
—

sup F/ ‘X

mn>1 mn I{‘X " ‘ > a} —> 0 khi a > 4.

Nhén xét 3. 2. Néu {X tm,n 2 1} la mang
kép cac bién ngau nhién thuc kha tich cung phan

phdi thi do
sup E‘X I{‘an‘ > a} =

m,n>1

mn

B|X, | 1{]x,]> e

}

2

— 0 khi @ — +00, nén no 1a kha tich déu.

Voi zeZ va abeR, ta ky hicu
:=d(z;u),avb=max{a,b}.

&

Bo dé 3.3. Gia sur {X tm,n >1}la mang
kép cdc bién ngdu nhién thu"c kha tich va p.i.i.d.
Khi do ta thu dwoc sy hoi tu theo trung binh

ZZX -EX,|->0 (D

mnzl]l

khi m v n — +oo.

Chung minh. Theo Nhan xét 3.2, ta co
{X,, :m,n > 1} lakha tich déu. Mat khac, ta biét
rang trong khong gian hitu han chiéu thi diéu kién
kha tich déu tuong duong v6i diéu kién compact
kha tich déu. Do do, 4p dung B6 dé 3.3 (Nguyen,
2022) (trudng hop r = 1) ta thu duge két qua (1).

Dinh ly 3.4. Gia su {X smyn > 1} la mang
kép cdc bién ngdu nhién Z— gida tri kha tich va
p.i.i.d. Khi do ta thu dwoc su hoi tu theo trung binh

Fu [[ fexT,]

—
I
—

— 0 (2) khi m v n — +oo.

Chitng minh. Ta xét 2 truong hop sau

THI1: Gia st X | la bién ngiu nhién don gian
nhén céc gia tri Uypyenny U trén =.

Theo bat dang :[hl'J:c tam giac va st dung gia
thiét cung phan phoi ta c6

L
oL friemid

B B n m B B " m
+d [|:m [n ,KXULJH ,[m X, ]Hll]
(1) +(T,)- 3)

Tiép theo, ta ddnh gia (7)) va (T,). St dung
1ap luan tuong tu nhu trong chirng minh B6 d¢ 3.3
(Nguyen, 2022), v6i € > 0 batky, moi w € Q va
m v n dulon, thi

(T)<e=ET)<e¢. 4)
Mit khac, theo B6 dé 2.1 [9] va B6 dé 3.3 [7]

|m

T
[m‘l,{n'l,[P{XU = u},Ku, | _

T

2

(

p

:|n
t=1 =1

i=1
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rl ] @@

: tgl E P (I{le = ut} - P Xl] =, )UT”
r |1 @@

S LSS, <o)y, -

voi C=max{‘utuu :IStSp}. Ap dung Bo6

dé 3.3 cho mang kép cac bién ngiu nhién thuc
{r{x, =u}-P{x, =u}:ij=1] piid @

suy ravéimoi ¢t =1,...,p va m v n — +oo, thi

m T

E‘#Z‘;(I{XJ =u}-P{X, = uf})‘ - 0.

Do d6: E(T,) — 0 khi m v n — +o, Q)

Két hop (3), (4), (5) va voi mvn — +o ta
nhan duoc (2).

TH2: Xét trudng hop tong quat khi X, la bién
ngau nhién kha tich bat ky.

Vé6i mdi & > 0, theo Ménh dé 4.1(d) (Teran,
& Molchanov, 2006), ton tai k>1 sao cho
Ed(p,(X,,),X, ) <é&. Boi bit dang thic tam

giac ta co
ER SRS ALY

i=1

m

< d([m_l’["_l’X”]:l -
o
forari]

i=1

[m‘l, [ B (X, )]::1 T J

i=1

+d [m'l,[n‘l,Egok(Xﬁ)]n T :

=g

{m—l[n—l’ EXH];T ] (6)

Vi {(pk(an) tmyn > 1{} 1a mang kép cac bién
ngau nhién don gian p.i.i.d, nén theo TH1 ta co

m

s et ]

i=1

[m_1’ [, E(Dk(Xij)]:;l TJ

— 0 (7) khi m v n — +oo.
Tuong tw, do {d(X, ¢, (X, )):m,n>1} la

~mn

mang kép cac bién ngau nhién thyuc p.i.i.d, nén

m n

< iZZEd(XH,%(XH)) <e

mn -1 j=1

Tu (6), (7), (8) va (9) ta suy ra (2).

Tiép theo, ta thiét 1ap su hoi tu theo trung binh
cho mang kép cac bién ngiu nhién mo trong khong
gian t0 hop 16i. Trudc hét ta trinh bay mdt so ky
hi¢u va khai niém lién quan (chi tiet xem trong (Li
et al., 2022; Teran & Molchanov, 2006)).

Ky hiéu HAH{%} =d, (4{u,}), Aec(E).

Anh xa v: E — [0;1] duogc goi 1a tap m& trén
E. Ky hiéu F(ZE) 1a khong gian tat ca cac tdp mo
v théa man 3 diéu kién sau:

(i) v la nua lién tyc trén,

(i) v 12 chun tic, nghia 1a supv =1,

(iiiy suppv={zeE:v(z)>0} Ila
compact trong = .

tap

Cho v e F(E) va a €(0;1], tdp a —mic cia
v duge ky higu boi Lv={reZ: v(z)>a
j. Do veF(E) nén Lwec(E) voi moi
a € (0;1]. Chl y rang, tir diéu kién (ii) kéo theo
Lv={reZ:vx)=1} # . Ngoaira ta con ky
hi¢u L'v = {r € Z:v(z) > a} v6i a € (0;1].

Dinh 1y 3 (Teran & Molchanov, 2006) chi ra
rang néu 2 1a khong gian t6 hop 16i thi F(E) véi
phép toan t6 hop 16i cho bai

L, ([1 v | ) =[4. L] a1l

P77 iz
d,(v,v,) = sup d, (L,v,Lv,),
ae(0.1]

va metric 15Uy

cling 1a khong gian t6 hop 16i, voi toan tir 16i hoa
KF(E> xac dinh boi

L, (Kyev) = K, Lo = coK (L),
(0;1]. Trong d6 ky hiéu coA 1a bao 16i dong cua
tap A.

Anhxa X : Q — F(E) goi la bién ngiu nhién
moneu L (X) 1abién ngdu nhién ¢( E ) — gid tri voi

F(E) o€
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moi a (0;1]. Biénngaunhiénmd X goilakhatich
b chénnéu”LgXH{ € £ (R).khiddtakjhicu X <
£ (F(2)).Kyhidukyvongeia X e £ (F(2))
E F<E)X . Theo (Teran &  Molchanov,
2006), EF(E)X la tdp mo tén E thoa

man: L, (EF(E)X) =E (LaX),a e (0;1].

Mang kép {an tm,n > 1} cac bién ngiu
nhién mo goi 1a doc 1ap doi mot néu mang kép
{LaXmm tm,n = 1}
a €(0;1].

_ M¢nh dé 3.5. (Quang & Nguyen, 2015), Ménh
dé 3.1) Cho a €[0;1)

@ I ([lv]l) =[ ALy | e
v, € F(2),

OV L (B, X) = B (LX) voi Xer
(F(E)).

B6 dé 3.6. (Quang & Nguyen, 2015), Bo deé
3.4)Giasir v e F(Z). Khidévéiméi & > 0, ton tai
phan hoach hitu han 0=a, <a, << a, = 1
cua [0;1] sao cho

L vLov)<a  (10)

la doc lap d61i mot voi moi

max d (
1<k<p H

Dinh 1y 3.7. Gia sir {X, :m>=1n>1| I
mang kép cac bién ngau nhién mo p.i.i.d trong
khéng gian 16 hop 16i E. Khi dé ta thu dwoc sw
hoi tu theo trung binh

P, um[x]} ,
T di=1
w5 ] |

— 0 (11) khi m v n — .

Chitng minh. Véi mdi & > 0, theo (10) thi
maxd, (L, B XL, B X, )<z (12)
< <p

Ta c6 danh gia

sup dH (La [m_l’[n_l’Xij]j—ljlm ’
= di=

o, <asa;

{m [nfl E,. )L%X lj:}
i, um [ x|
{m |nE _L;“XHIJZ}L%. (13)

Twr (13) ta suy ra

Edw [[m_l, [n_l, XU ]:111 ’
s L] )

N7
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-1 -1 n m -1 -1 ! .
L, [m ’[" ’EF(E>X11]]'=1}1]‘ i ([m 7[71 ’L”‘Xi’llll’

gE[made {|:m1’|:n1,L X.}” } )
1<k<p R o
) . n m
sl ]

m

a1 e "
HU:m 7|:n 7Lak_1X7:j:|jl} )

1<k<
r i=1

. B N n m
[m ,[n ,EC(E)L%I X“l‘—l}l]] +2¢
D n m
< ZE[dH Hml[nl L XU} } ,
A P

[ml,[nl’ EC(E)L% XH]J"J-J]
P n m
+ZE[dH U:ml,[nl’L; XZ]:| :l s
k=1 i =t

i=1

{m-l, [n-l, Bl XH}“LH +2¢. (14)

Véi k=1,...p, ap dung DPinh 1y 3.4 cho hai
mang kép cac bién ngiu nhién c(Z) — gia tri
{La_X tm,n > 1} va {L; X :mmn> 1}

+F [max d

mn mn

{mlv[nlaEc(s)La_Xu]. } ]
' = dia

— 0 (15) khi m v n — 40,

Ed, ([m_l,[n_l,ﬂ; XUT 1:|m )
o I= iz

i=

SR I + ]
|:m 7[” aEc@)La“Xull} ]

i=1

— 0 (16) khi m v n — +o.

Tu (14), (15) va (16) ta thu dugce (11).
4. KET LUAN

Két qua chinh ciia bai bao 1a hai dinh 1y 3.4 va
3.7, thiét 1ap sy hdi tu theo trung binh ctia mang
kép cac bién ngiu nhién va cac bién ngiu nhién
mo p.i.i.d trong khong gian t6 hop 16i. Trong do,
Pinh 1y 3.4 md rong Dinh ly 10.1 (Gut, 2005) tu
truong hop diy cac bién ngau nhién thyc p.iid
sang truong hop mang kép cac bién ngiu nhién
p.i.id trong khong gian t6 hop 16i. Nhan day,
tac gid xin dugc cam on sy tai trg cua Truong
bai hoc Dién luc cho nghién ctru nay véi ma $6:
DTKHCN.04/2022.
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MEAN CONVERGENCE FOR DOUBLE ARRAY OF PAIRWISE INDEPENDENT
AND IDENTICALLY DISTRIBUTED RANDOM VARIABLES AND FUZZY
RANDOM VARIABLES IN CONVEX COMBINATION SPACES

Pham Tri Nguyen'
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ABSTRACT

In this paper, let (£,d) be a metric space, which is endowed with a convex combination operation
and called convex combination space as defined by Teran and Molchanov in 2006. We establish the mean
convergence for double array of pairwise independent and identically distributed random variables and
fuzzy random variables in convex conbination space.

Keywords: Mean convergence; Pairwise independent and identically distributed,; Convex combination
space.
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