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TÓM TẮT
Trong bài báo này, ( , )dΞ  là không gian metric được trang bị phép toán tổ hợp lồi và gọi là không 

gian tổ hợp lồi. Dựa trên định nghĩa về không gian tổ hợp lồi đưa ra bởi Terán và Molchanov năm 2006, 
chúng tôi thiết lập sự hội tụ trung bình cho mảng kép các biến ngẫu nhiên và các biến ngẫu nhiên mờ 
độc lập đôi một cùng phân phối trong không gian tổ hợp lồi.

Từ khóa: Hội tụ trung bình; Độc lập đôi một và cùng phân phối; Không gian tổ hợp lồi.

1. MỞ ĐẦU
Ta biết rằng, nếu { }1 2

, , , ...X X X  là dãy các 
biến ngẫu nhiên thực độc lập cùng phân phối với 
EX  hữu hạn thì ta có sự hội tụ theo trung bình 
(Gut, 2005, p.309]),
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− →∑  khi .n → +∞ Kết quả 

này sau đó đã được nhiều tác giả nghiên cứu và 
mở rộng, chẳng hạn ta có thể tham khảo một số sự 
mở rộng trong các công trình (Cabrera & Volodin, 
2005; Sung, 2013; Thanh, 2005).

Năm 2006, Terán và Molchanov (Terán & 
Molchanov, 2006) đưa ra khái niệm không gian 
tổ hợp lồi, đó là không gian metric được trang 
bị phép toán tổ hợp lồi. Cũng trong (Terán & 
Molchanov, 2006; Terán & Molchanov, 2006), 
Terán và Molchanov đã chứng minh luật mạnh số 
lớn cho dãy các biến ngẫu nhiên và các biến ngẫu 
nhiên mờ độc lập đôi một cùng phân phối (viết tắt: 
p.i.i.d) trong không gian tổ hợp lồi. 

Gần đây, trong (Quang & Nguyen, 2015) tác giả 
đã chứng minh một số kết quả về sự hội tụ trung 
bình của mảng kép các biến ngẫu nhiên mờ trong 
không gian tổ hợp lồi với các trường hợp có hoặc 
không có điều kiện compact khả tích đều. Tiếp nối 
hướng nghiên cứu trên, trong bài báo này ta thiết 
lập kết quả về sự hội tụ trung bình của mảng kép 
các biến ngẫu nhiên và các biến ngẫu nhiên mờ 
p.i.i.d trong không gian tổ hợp lồi. 
2. NỘI DUNG VÀ PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN 
CỨU

- Nội dung nghiên cứu: Nghiên cứu và thiết lập 
các định lý về sự hội tụ theo trung bình của mảng 
kép các biến ngẫu nhiên và các biến ngẫu nhiên 
mờ p.i.i.d trong không gian tổ hợp lồi.

- Đối tượng nghiên cứu: Sự hội tụ theo trung 
bình dạng nhiều chiều. 	

- Phạm vi nghiên cứu: Các định lý giới hạn 
trong lý thuyết xác suất. 	

- Phương pháp nghiên cứu: Sử dụng phối hợp 
các phương pháp nghiên cứu lý thuyết thuộc các 
chuyên ngành xác suất và giải tích.
3. KẾT QUẢ VÀ THẢO LUẬN

Để thuận tiện cho việc trình bày kết quả chính 
của bài báo, ta nhắc lại một số khái niệm về không 
gian tổ hợp lồi và biến ngẫu nhiên nhận giá trị trong 
không gian tổ hợp lồi (chi tiết xem trong (Terán & 
Molchanov, 2006; Terán & Molchanov, 2006)). 

Cho ( ), ,PΩ A  là không gian xác suất đầy đủ. 
Với A ∈ A , ký hiệu { }I A  là hàm chỉ tiêu của A  
và ( , )dΞ  là không gian metric đầy đủ và khả ly. 
Trang bị trên Ξ  một phép toán tổ hợp lồi như sau: 
Với n ≥ 2 các số 

1
, ...,

n
λ λ > 0 thoả mãn 
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và 
1
, ...,

n
u u∀ ∈ Ξ , phép toán tổ hợp lồi cho kết 

quả là một phần tử của Ξ  ký hiệu là 
1

,
n

i i i
uλ

=
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hoặc 
1 1

[ , ;...; , ]
n n

u uλ λ . Giả thiết rằng [1, ]u u=  
với u∀ ∈ Ξ , đồng thời 5 tiên đề sau được thoả mãn:

• TĐ1 (Tính giao hoán)

( ) ( )1 1
, ,

nn

i i i ii i
u uσ σλ λ

= =
   =     với mọi hoán vị

σ  của { }1,2,...,n .
• TĐ2 (Tính kết hợp)
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• TĐ3 (Tính liên tục) Nếu ,u v ∈ Ξ   và 

( )kλ λ→  khi k → ∞  thì 
( ) ( ), ;1 , , ;1 ,k ku v u vλ λ λ λ   − → −   .

• TĐ4 (Độ cong âm) Với mọi 
1 2 1 2
, , ,u u v v ∈ Ξ    

và ( )0,1λ ∈  thì 
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( )1 2 1 2
, ;1 , , , ;1 ,d u u v vλ λ λ λ   − −   
( ) ( ) ( )1 1 2 2

, 1 , .d u v d u vλ λ≤ + −

TĐ5 (Sự lồi hóa) Với mỗi u ∈ Ξ , tồn tại 
1

1
lim , ,

n

n i
n u−

→∞ =
 
   giới hạn này được ký hiệu bởi 

K uΞ  (hoặcKu  nếu không sợ nhầm lẫn) và K  
được gọi là toán tử lồi hóa.

Không gian metric trang bị phép toán tổ hợp 
lồi thỏa mãn 5 tiên đề nêu trên được gọi là không 
gian tổ hợp lồi. 

Ánh xạ :X Ω → Ξ  được gọi là biến ngẫu nhiên 
nhận giá trị trên Ξ  ( Ξ – giá trị) nếu 1( )X B− ∈ A  
với mọi ( )B ∈ ΞB , trong đó ( )ΞB  là σ −  đại số 
Borel trên Ξ . Phân phối xác suất 

X
P  của X  cho 

bởi: { }1( ) ( )
X

P B P X B−= , ( )B∀ ∈ ΞB . Hai biến 
ngẫu nhiên Ξ – giá trị ,X Y  gọi là cùng phân phối 
nếu 

X Y
P P= .

Họ biến ngẫu nhiên Ξ – giá trị { }:
i

X i ∈ Λ  (
Λ  là tập chỉ số) gọi là độc lập đôi một nếu họ các 
σ −  đại số { }( ) :

i
X iσ ∈ Λ  là độc lập đôi một, ở 

đây { }1( ) ( ) : ( )
i i

X X B Bσ −= ∈ ΞB .
Cố định 

0
( )u K∈ Ξ , biến ngẫu nhiên Ξ – giá 

trị X  được gọi là khả tích nếu 
0

( , )Ed u X < +∞
. Tập hợp các biến ngẫu nhiên khả tích trên Ξ  ký 
hiệu là L( Ξ ). Giả sử X  là biến ngẫu nhiên đơn 
giản nhận các giá trị 

i
x ∈ Ξ  tương ứng trên các tập 

i
Ω  (i = 1,…, n). Khi đó kỳ vọng của X  được định 
nghĩa bởi 

1
( ),

n

i i i
EX P Kx

=
 = Ω  . Nếu X ∈L( Ξ ), 

tồn tại dãy các biến ngẫu nhiên đơn giản hội tụ đến 
X . Khi đó EX  được định nghĩa là giới hạn của 
dãy các kỳ vọng của các biến ngẫu nhiên đơn giản. 
Ta có d(EX;EY) ≤ Ed(X;Y), ,X Y∀ ∈L( Ξ ). 

Ký hiệu c( Ξ ) là tập hợp tất cả các tập con 
compact khác rỗng của Ξ . Định lý 6.2 (Terán & 
Molchanov, 2006) chỉ ra rằng nếu Ξ  là không gian 
tổ hợp lồi, thì c( Ξ ) cùng với metric Hausdorff 

H
d  

cũng là không gian tổ hợp lồi. Do (c( Ξ ),
H

d ) là 
không gian metric đầy đủ và khả ly, nên các khái 
niệm và tính chất về kỳ vọng của biến ngẫu nhiên 
khả tích c( Ξ ) – giá trị cũng tương tự như biến 
ngẫu nhiên khả tích Ξ – giá trị. Nếu X ∈L(c( Ξ )), 
thì ta ký hiệu kỳ vọng của X  là 

c( )
E XΞ .

Định nghĩa 3.1. Mảng kép { }: , 1
mn

X m n ≥  
các biến ngẫu nhiên thực được gọi là khả tích đều 
nếu 

{ }
, 1

sup 0
mn mn

m n
E X I X a

≥
> →  khi a → +∞ . 

Nhận xét 3.2. Nếu { }: , 1
mn

X m n ≥  là mảng 
kép các biến ngẫu nhiên thực khả tích cùng phân 
phối thì do

{ } { }11 11
, 1

sup
mn mn

m n
E X I X a E X I X a

≥
> = >

0→  khi a → +∞ , nên nó là khả tích đều. 
Với x ∈ Ξ  và ,a b ∈  , ta ký hiệu 

0
0

: ( ; )
u

x d x u= , { }max ,a b a b∨ = . 

Bổ đề 3.3.  Giả sử { }: , 1
mn

X m n ≥ là mảng 
kép các biến ngẫu nhiên thực khả tích và p.i.i.d. 
Khi đó ta thu được sự hội tụ theo trung bình

11
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ij
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E X EX
mn = =

− →∑∑          (1) 

khi .m n∨ → +∞                                              
Chứng minh. Theo Nhận xét 3.2, ta có  

{ }: , 1
mn

X m n ≥  là khả tích đều. Mặt khác, ta biết 
rằng trong không gian hữu hạn chiều thì điều kiện 
khả tích đều tương đương với điều kiện compact 
khả tích đều. Do đó, áp dụng Bổ đề 3.3 (Nguyen, 
2022) (trường hợp 1r = ) ta thu được kết quả (1).

Định lý 3.4. Giả sử { }: , 1
mn

X m n ≥ là mảng 
kép các biến ngẫu nhiên Ξ – giá trị khả tích và 
p.i.i.d. Khi đó ta thu được sự hội tụ theo trung bình
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0→  (2) khi .m n∨ → +∞                                     
Chứng minh. Ta xét 2 trường hợp sau
TH1: Giả sử 

11
X  là biến ngẫu nhiên đơn giản 

nhận các giá trị 
1
, ...,

p
u u  trên Ξ . 

Theo bất đẳng thức tam giác và sử dụng giả 
thiết cùng phân phối ta có
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1 2
: ( ) ( ).T T= +                                               (3)

Tiếp theo, ta đánh giá 
1

( )T  và 
2

( )T . Sử dụng 
lập luận tương tự như trong chứng minh Bổ đề 3.3 
(Nguyen, 2022), với 0ε >  bất kỳ, mọi ω ∈ Ω  và 
m n∨  đủ lớn, thì 

            
1 1

( ) ( )T E Tε ε< ⇒ < .                  (4)
Mặt khác, theo Bổ đề 2.1 [9] và Bổ đề 3.3 [7] 
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với { }
0

max : 1
t u

C u t p= ≤ ≤ . Áp dụng Bổ 

đề 3.3 cho mảng kép các biến ngẫu nhiên thực 
{ } { }{ }: , 1

ij t ij t
I X u P X u i j= − = ≥  p.i.i.d ta 

suy ra với mỗi 1,...,t p=  và ,m n∨ → +∞  thì
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Do đó: 

2
( ) 0E T →  khi .m n∨ → +∞          (5)

Kết hợp (3), (4), (5) và với m n∨ → +∞  ta 
nhận được (2).

TH2: Xét trường hợp tổng quát khi 
11

X  là biến 
ngẫu nhiên khả tích bất kỳ.

Với mỗi 0ε > , theo Mệnh đề 4.1(d) (Terán, 
& Molchanov, 2006), tồn tại 1k ≥  sao cho 

( )11 11
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Vì { }( ) : , 1
k mn

X m nϕ ≥  là mảng kép các biến 
ngẫu nhiên đơn giản p.i.i.d, nên theo TH1 ta có
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Tương tự, do { }( , ( )) : , 1
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i

m
n

j
i

d m n E X

m n EX

ϕ− −

=
=

− −

=
=

        
        

11 11
1 1

1
( , ( )) .

m n

k
i j

Ed X X
mn

ϕ ε
= =

≤ <∑∑               (9)                   

Từ (6), (7), (8) và (9) ta suy ra (2).
Tiếp theo, ta thiết lập sự hội tụ theo trung bình 

cho mảng kép các biến ngẫu nhiên mờ trong không 
gian tổ hợp lồi. Trước hết ta trình bày một số ký 
hiệu và khái niệm liên quan (chi tiết xem trong (Li 
et al., 2022; Terán & Molchanov, 2006)). 

Ký hiệu 
0

0{ }
: ( ;{ })

Hu
A d A u= , A ∈c( Ξ ).

Ánh xạ :v Ξ → [0;1]  được gọi là tập mờ trên 
Ξ . Ký hiệu ( )F Ξ  là không gian tất cả các tập mờ 
v  thỏa mãn 3 điều kiện sau: 

(i) v  là nửa liên tục trên,
(ii) v  là chuẩn tắc, nghĩa là supv = 1,
(iii) supp { : 0}v x v(x)= ∈ Ξ >  là tập 

compact trong Ξ .
Cho ( )v F∈ Ξ  và (0;1]α ∈ , tập α − mức của 

v  được ký hiệu bởi L vα = {x ∈ Ξ : ( )v x α≥
}. Do ( )v F∈ Ξ  nên L vα ∈c( Ξ ) với mọi 

(0;1]α ∈ . Chú ý rằng, từ điều kiện (ii) kéo theo 
1

{ : ( ) 1}L v x v x= ∈ Ξ = ≠ ∅ . Ngoài ra ta còn ký 
hiệu { : ( ) }L v x v xα α+ = ∈ Ξ >  với (0;1]α ∈ . 

Định lý 3 (Terán & Molchanov, 2006) chỉ ra 
rằng nếu Ξ  là không gian tổ hợp lồi thì ( )F Ξ  với 
phép toán tổ hợp lồi cho bởi 

1 1
, , ,  

n n

i i i ii i
L v L vα αλ λ α

= =

    = ∈     
(0;1],

và metric 
(1 2 1 2
0,1

( , ) sup ( , )
H

d v v d L v L vα α
α

∞
∈ 

= , 

cũng là không gian tổ hợp lồi, với toán tử lồi hoá 
( )F

K Ξ  xác định bởi

( )( ) ( )
co ( ),

F c
L K v K L v K L vα α αΞ Ξ Ξ= = α ∈

(0;1]. Trong đó ký hiệu coA  là bao lồi đóng của 
tập A.

Ánh xạ : ( )X FΩ → Ξ  gọi là biến ngẫu nhiên 
mờ nếu ( )L Xα  là biến ngẫu nhiên c( Ξ ) – giá trị với 
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mọi α ∈(0;1]. Biến ngẫu nhiên mờ X  gọi là khả tích 
bị chặn nếu 

0
0 {u }

L X+ ∈  ( ) , khi đó ta ký hiệu X ∈

 ( )( )F Ξ . Ký hiệu kỳ vọng của X ∈  ( )( )F Ξ  là 

( )F
E XΞ . Theo (Terán & Molchanov, 
2006), 

( )F
E XΞ  là tập mờ trên Ξ  thỏa 

mãn: ( ) ( )( ) c( )
, (0;1]

F
L E X E L Xα α αΞ Ξ= ∈ .

Mảng kép { }: , 1
mn

X m n ≥  các biến ngẫu 

nhiên mờ gọi là độc lập đôi một nếu mảng kép
{ },

: , 1
m n

L X m nα ≥  là độc lập đôi một với mọi
α ∈(0;1]. 

Mệnh đề 3.5. ((Quang & Nguyen, 2015), Mệnh 
đề 3.1) Cho [0;1)α ∈  

(a) 
1 1

, ,
nn

i i i ii i
L v L vα αλ λ+ +

= =

     =     
 với 

( )
i

v F∈ Ξ , 
(b) ( ) ( )( ) ( )F c

L E X E L Xα α
+ +

Ξ Ξ=  với X ∈  
( )( )F Ξ . 

Bổ đề 3.6. ((Quang & Nguyen, 2015), Bổ đề 
3.4) Giả sử ( )v F∈ Ξ . Khi đó với mỗi 0ε > , tồn tại 
phân hoạch hữu hạn 

0 1
0 1

p
α α α= < < < =  

của [0;1]  sao cho

( )
11

max , .
k kHk p

d L v L vα α ε
−

+

≤ ≤
<          (10)           

Định lý 3.7. Giả sử { }: 1, 1
mn

X m n≥ ≥  là 
mảng kép các biến ngẫu nhiên mờ p.i.i.d trong 
không gian tổ hợp lồi Ξ . Khi đó ta thu được sự 
hội tụ theo trung bình

1 1

1
1

1 1
( ) 11 1

1

, , ,

                       , ,

m
n

ij j
i

m
n

j
i

Ed m n X

m n E X

− −
∞ =

=

− −
Ξ =

=

        
        

F

 

0→  (11) khi .m n∨ → ∞                                     
Chứng minh. Với mỗi 0ε > , theo (10) thì 

( )
1 ( ) 11 ( ) 111

max , .
k kHk p

d L E X L E Xα α ε
−

+
Ξ Ξ≤ ≤

<F F   (12)   

Ta có đánh giá 

1

1 1

1
1

1 1
( ) 11 1

1

sup , , ,

                    , ,

k k

m
n

H ij j
i

m
n

j
i

d L m n X

L m n E X

α
α α α

α

−

− −

=< ≤ =

− −
Ξ =

=

        
        

F

1

1 1

1
1

1 1
( ) 1

1

, , ,

                  , ,

k

k

m
n

H ij j
i

m
n

ij j
i

d L m n X

L m n E X

α

α −

− −

=
=

+ − −
Ξ =

=

   ≤      
        

F

1

1 1

1
1

, , ,
k

m
n

H ij j
i

d L m n Xα −

+ − −

=
=

   +      

1 1
( ) 1

1

                    , ,
k

m
n

ij j
i

L m n E Xα
− −

Ξ =
=

        
F

1

1 1

1
1

1 1
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1
1
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                  , ,
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k

m
n

H ij
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j

i
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α
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=
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=

   =     
        
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m n E L X

α
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−
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=
=
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=

   +     
        
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i
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α

α
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=
=
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=
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1 1
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n
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i
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j
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α

α

−

−
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=
=
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=

   +     
        

1

1 1
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1
1

1 1
c( )

1
1
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                    , ,

k

k

m
n
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j

i

m
n
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j

i

d m n E L X

m n E L X

α

α
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=
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=
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i
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α
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=
=

− −
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1 1
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− − +

=
=

   +     

      
1

1 1
c( ) 11

1
1
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k

m
n

j
i
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−
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=
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  (13)

Từ (13) ta suy ra
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( ) 11 1

1
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i
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1

1 1
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1

1 1
( ) 11 1

1

max sup , , ,

                  , ,
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n

H ijk p j
i

m
n

j
i
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α α α
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=
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1

1 1
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( ) 11 1
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1 1
1
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1
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max , , ,

           , , 2

k

k

m
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m
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j
i
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α

α ε

−

−
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1 1
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m
n

j
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α

α
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− −
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=

     ≤     
        

∑

1

1 1

11 1

, , ,
k

mp n

H ij
jk i

E d m n L Xα −

− − +

== =

     +     
∑

1

1 1
c( ) 11

1
1

, , 2 .
k

m
n

j
i

m n E L Xα ε
−

− − +
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=

    +     
 (14)  

Với 1,...k p= , áp dụng Định lý 3.4 cho hai 
mảng kép các biến ngẫu nhiên c( Ξ ) – giá trị

{ }: , 1
k mn

L X m nα ≥  và { }
1

: , 1
k mn

L X m nα −

+ ≥

1 1

1
1

1 1
c( ) 11

1
1

, , ,

                    , ,

k

k

m
n

H ij
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i

m
n

j
i

Ed m n L X

m n E L X

α

α
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=
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=
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0→  (15) khi m n∨ → +∞ ,                                  

1

1

1 1

1
1

1 1
c( ) 11

1
1

, , ,

                  , ,

k

k

m
n

H ij
j

i

m
n

j
i

Ed m n L X

m n E L X

α

α

−

−

− − +

=
=

− − +
Ξ =

=

        
        

0→  (16) khi .m n∨ → +∞                                   
Từ (14), (15) và (16) ta thu được (11).

4. KẾT LUẬN
Kết quả chính của bài báo là hai định lý 3.4 và 

3.7, thiết lập sự hội tụ theo trung bình của mảng 
kép các biến ngẫu nhiên và các biến ngẫu nhiên 
mờ p.i.i.d trong không gian tổ hợp lồi. Trong đó, 
Định lý 3.4 mở rộng Định lý 10.1 (Gut, 2005) từ 
trường hợp dãy các biến ngẫu nhiên thực p.i.i.d 
sang trường hợp mảng kép các biến ngẫu nhiên 
p.i.i.d trong không gian tổ hợp lồi. Nhân đây, 
tác giả xin được cảm ơn sự tài trợ của Trường 
Đại học Điện lực cho nghiên cứu này với mã số: 
ĐTKHCN.04/2022.
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ABSTRACT
In this paper, let ( , )dΞ  be a metric space, which is endowed with a convex combination operation 

and called convex combination space as defined by Terán and Molchanov in 2006. We establish the mean 
convergence for double array of pairwise independent and identically distributed random variables and 
fuzzy  random variables in convex conbination space.
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